ESQUEMA VARIACIONAL PARA EL FILTRADO
DE IMAGENES MEDICAS TENSORIALES

C.A. Castafio Moraga*, L. Alvarez Le6n, M.A. Rodriguez Florido**, J. Ruiz Alzola*$
*Centro de Tecnologia Médica - Departamento de Sefiales y Comunicaciones
fDepartamento de Informética y Sistemas
{Departamento de Ingenieria Telematica
Universidad de Las Palmas de Gran Canaria
§Brigham and Women’s Hospital, Harvard Medical School, Boston (MA)
e-mail: ccasmor@ctm.ulpgc.es, lalvarez@dis.ulpgc.es, jruiz@ctm.ulpgc.es

Abstract— Diffusion Tensor Magnetic Resonance Imaging (DT-
MRI) has become an usual medical image modality for many
clinical analysis. This technique provides a discrete noisy measure
of the anisotropic water diffusion in tissues, which is coded as
a second order symmetric positive-semide£nite tensor for each
voxel. In this paper, we propose a £ltering scheme to regularize
these tensor £elds. Our approach is based on variational methods
combined with the computation of a local structure measure of
this non-scalar data. Some examples with synthetic and DT-MRI
data illustrate the performance of the method.

I. INTRODUCCION

Desde su aparicion a mediados de los afios noventa
hasta hoy, DT-MRI (Diffusion Tensor Magnetic Resonance
Imaging) se ha convertido en una modalidad de imagen médica
alternativa a la resonancia magnética convencional (MRI) y en
una técnica cada dia mas utilizada para el analisis de patologias
neurodegenerativas [5]: isquemia cerebral, esclerosis mltiple,
leucoencefalopatia, Alzheimer, conectividad neuronal, etc.

Esta nueva modalidad de imagen médica realiza una medida
de la difusion de las moléculas de agua en los tejidos al aplicar
un gradiente de campo eléctrico [13]. Como la medida de la
difusién es un tensor de segundo orden, para cada voxel se
obtiene un tensor de segundo orden, simétrico y semide£nido
positivo, que codifca la magnitud de la difusién efectiva en
cada una de las direcciones del espacio.

Por ejemplo, en la materia blanca del cerebro, la difusidn
del agua es anisétropa a lo largo de las £bras que conectan los
dos hemisferios del cerebro. La medida del tensor de difusion
asociado al movimiento browniano de las moléculas de agua
en este tejido permite describir su estructura [11], mientras que
la resonancia magnética convencional no puede dar cuenta de
ella.

El volumen de datos tensoriales obtenido tras el proceso
de medida esta formado por muestras discretas y ruidosas que
miden la difusién promedio en cada voxel. De ahi la necesidad
de regularizar este tipo de datos, planteando un problema tipico
de estimacion de la sefal.

En este articulo se propone una formulacién variacional
anisotropa [12] que regulariza el campo de datos de DT-MRI.
Para dirigir el proceso de suavizado anis6tropo utilizamos
una generalizacion del tensor de estructura local [8] para este

tipo de datos. La resolucion del modelo variacional se realiza
mediante un método de elementos £nitos [1], reduciendo el
problema a la resolucién de un sistema de ecuaciones lineales.

El texto se ha organizado de la siguiente forma. En primer
lugar se hace un repaso de los modelos variacionales, tanto
en sus versiones isétropas como anisétropas, y se establece la
equivalencia entre estos modelos y los basados en ecuaciones
en derivadas parciales (EDP) [10]. A continuacién, se detallan
los fundamentos tedricos utilizados para el cdlculo del tensor
de estructura y se justifca su utilizacion. Finalmente, se
muestran algunos resultados obtenidos tanto en imagenes
sintéticas como en datos DT-MRI.

Il. TEORIA: FORMULACIONES VARIACIONALES

Esta seccion presenta una introduccién a los modelos
variacionales y su equivalencia con las técnicas de EDP.

A. Formulaciones Is6tropas

Los métodos variacionales constituyen una de las técnicas
cominmente utilizadas para el £ltrado de campos de datos.
Basicamente, estos métodos consisten en encontrar una version
Eltrada f(x) del campo de datos f(x), minimizando un
funcional de energia, es decir, tratando de encontrar el campo
de datos f(x) gue minimiza la expresion:
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donde el primer término considera el parecido entre la
sefial original y la version £ltrada, mientras que el segundo
suaviza el resultado, eliminando las discontinuidades. En esta
ecuacion, A\ es un parametro que, en funcién de su valor,
controla el grado de suavizado o de realce de las estructuras
del campo de datos.

La minimizacion de este funcional satisface la ecuacion de
Euler-Lagrange:

w — din(VI(x)), @

que es una ecuacion en derivadas parciales (EDP) y que
justifca la equivalencia entre ambas formulaciones



Ambos modelos, tanto los basados en EDP como los
variacionales, presentan problemas como el desplazamiento de
bordes y distorsion de la informacién local del campo de datos.
Para resolverlos, se han propuesto distintas soluciones [7], [2],
todas ellas igualmente is6tropas, pero que distinguen entre
regiones con diferente estructura a través de un término no
lineal que depende del médulo del gradiente, como se muestra
a continuacion:

¢= / (x))2dz + A / o Vi) [Bde @3)

Mediante esta nueva formulacidon, se mejoran los resultados
obtenidos con (1), pero siguen teniendo el problema de no
preservar bien la sefial en los bordes [8]. Esto conduce a la
utilizacion de modelos anisétropos, que permiten £ltrar a lo
largo de la direccion de menos variacion de la sefial y no en
la direccion perpendicular a ella.

B. Formulacién Anisbtropa

El comportamiento anisétropo de los modelos variacionales
se puede modelar mediante un tensor D(x) de orden dos,
simétrico y semide£nido positivo [12] de la forma que se
indica a continuacion:
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Cuando el tensor D(x) es la matriz identidad, entonces
el proceso es equivalente a las formulaciones isétropas de
la seccion anterior. La difcultad que presenta la resolucidn
de la ecuacion anterior es la estimacion del tensor D(x) a
partir del campo de datos. En la siguiente seccién se propone
la utilizacion del tensor de estructura T(x), inicialmente
propuesto en [3], para estimar D(x).

I11. EL TENSOR DE ESTRUCTURA LOCAL

La medida de la estructura local tiene un gran interés en el
campo de procesado de imdgenes, ya que permite diferenciar
entre regiones con distintas caracteristicas locales (p. ej.
bordes, esquinas, zonas homogeéneas, etc.). Esta informacion se
puede describir mediante el tensor de estructura, que codifca
la complejidad local tanto en la direccion de méaxima variacion
de la sefial como en las direcciones ortogonales.

Para el caso escalar, en [3] se propone un método para
obtener el tensor de estructura T(x) con independencia de la
fase local del campo de datos, es decir, respondiendo de igual
forma ante bordes o lineas [4]. Dicho descriptor, para el caso
n-dimensional, se obtiene a partir de la siguiente ecuacioén:

n(n+1)/2
donde || ¢x || son las coordenadas del tensor en la base
tensorial {M*}.
Las coordenadas || g || se obtienen como la norma de la
respuesta a un banco de £ltros en cuadratura esféricamente
separables cuya funcién de transferencia es:

T= I g || M, ®)
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donde w es el vector de frecuencias, B el ancho de banda del
£ltro y cada ny el vector unitario que determina la orientacién
de cada £ltro en cuadratura. Para cubrir todo el espectro con el
minimo ndmero de orientaciones, cada iy apunta a los vértices
de un politopo regular (un hexagono en 2D o un icosaedro
en 3D). A la vista de (6), estos £ltros se pueden interpretar
como funciones gaussianas orientadas en escala logaritmica,
centradas en || w, || ¥ con un ancho de banda B.

Los elementos de la base tensorial {MX} representan
los tensores asociados a las orientaciones de los £ltros
en cuadratura y se obtienen mediante su producto externo
{fxng }.

Para el caso de campos tensoriales de orden superior
(vectoriales y tensoriales de mayor orden), en [9] se propone
una generalizacion del tensor de estructura utilizando la
representacion (5), pero calculando las coordenadas mediante
un nuevo método. La generalizaci6n consiste en utilizar
la salida al banco de £ltros sobre cada componente para
estimar una norma-2, que en el caso de datos vectoriales,
corresponderia a una norma euclidea; en el de datos tensoriales
de orden 2, con la norma de Frobenius. Esta norma-2
proporciona las coordenadas en la base tensorial {IVI*}.

Por ejemplo, en el caso de un campo vectorial 2D el tensor
de estructura se calcula con la siguiente expresion:
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mientras que en el caso de un campo tensorial 2D de orden
2, el tensor de estructura se calcula a partir de:
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En general, para un campo tensorial de orden arbitrario, el
tensor de estructura local viene proporcionado por:

n(n+1)/2
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donde los subindices zyz...n estdn asociados a las
componentes del campo tensorial.

Esta generalizacidn es consistente con el hecho de que cada
componente afiade s6lo su propia estructura local y la suma de
las respuesta de los £ltros s6lo afiaden informacion isétropa
salvo en las zonas de alta estructura.

2
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Un tensor de orden dos, simétrico y semide£nido positivo
se puede representar mediante un elipsoide cuyos ejes vendrdn
determinados por los autovalores y autovectores del tensor. De
este modo, un tensor de estructura T(x) correspondiente a
un borde estd asociado a un elipsoide alargado cuya direccién
principal apunta en la de maxima variacion de la sefial. Cuando
el elipsoide asociado es redondeado, puede signifcar que
hay dos o mas direcciones de variacion de la sefial (p. ej.
una esquina) o ninguna variacién de la sefal (p. ej. zona
homogénea), dependiendo del valor de los autovalores.

Por otra parte, al tensor D(x) le corresponde un elipsoide
alargado en las zonas fronterizas apuntando en la direccién
ortogonal a la de maxima variacién de la sefial. De este
modo se evita mezclar informacion correspondiente a distintas
regiones.

Dada esta correspondencia, en este trabajo se propone la
utilizacion del inverso del tensor de estructura, T~ (x), como
tensor D(x) que controla el comportamiento anisétropo en (4).
Al invertir el tensor de estructura, el eje menor del elipsoide
asociado pasa a ser el mayor y, por tanto, el elipsoide apunta en
la direccidon ortogonal a la de maxima variacion de sefial. Por
otra parte, en las zonas homogeéneas, al encontrar elipsoides
redondeados, se comporta de forma equivalente al proceso
isétropo no favoreciendo ninguna direccién en especial. Estas
propiedades hacen que el inverso del tensor de estructura sirva
de pardmetro para controlar el proceso de regularizacion.

IV. APLICACION PARA EL FILTRADO DE DT-MRI

El modelo que se propone en este articulo aplica la
formulacién variacional (4) a cada componente del campo
tensorial utilizando T~ (x) para introducir el comportamiento

anisétropo:
¢ = / ((F9 () L)V (x) [2)de
; (10)

Noétese que el tensor que controla la regularizacion del
campo de datos es el mismo para todas las componentes {z, j},
asegurando de esta manera que todos los canales encuentran
las discontinuidades en la misma posicion y que se incluye
la informacion de correlacion entre componentes, lo que
diferencia el modelo de un £ltrado multicanal.

La resolucion de la formulacién variacional (10) requiere
una discretizacion para poder aplicarla sobre un conjunto
de datos discretos, como es el caso de datos de DT-MRI.
En este articulo se propone la utilizacion del método de
elementos £nitos para obtener la solucién numérica del
problema planteado.
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A. Discretizacion Mediante el Método de Elementos Finitos

El método de elementos £nitos requiere, en primer lugar,
discretizar el espacio donde estdn defnidos los datos f(x)
mediante una triangulacion de Delaunay [1], aproximando la
solucion para cada componente {4, j} de la siguiente forma:

i (x) =

Zf;”@

“donde el indice [ recorre los N nodos de la triangulacidn,
f;? representa un valor aproximado de la solucion en el nodo

(11)

I: f7 = f9(x;); y la funcién ¢;(x) es una funcion centrada
en el nodo I que cumple la siguiente condicion:
o )_{1, sil=m (12)
WEm) =0, sil#m

y decrece linealmente desde el nodo [ hasta hacerse cero en
las aristas opuestas a dicho nodo. Del mismo modo, los datos
de entrada se pueden discretizar por:

£9(x Zf

Entonces, introduciendo (11) y (13) en la formulacién
variacional (10), llegamos a la siguiente expresion:;
Z IV |?)

N
Q7
/ = (14)

Para minimizar el funcional de energia anterior, calculamos
la derivada parcial respecto a un f;7 y la igualamos a cero:

(13)
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Esta (ltima ecuacion se puede plantear como un sistema
de N ecuaciones con N incdgnitas, Af = b, donde los
elementos de la incdgnita £ serfan los f7, los del término
independiente b se calcularian segin (16a) y los de la matriz
A verifcarian (16b).

(16a)
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Una vez calculados los distintos elementos basta con invertir
la matriz A y multiplicarla por el vector b para obtener la
solucion buscada.

V. RESULTADOS

Para mostrar el comportamiento del modelo anis6tropo,
hemos creado una imagen tensorial sintética en 2D con un
borde ideal entre dos regiones: una con tensores alineados
verticalmente y en la otra alineados horizontalmente. Se
ha afiadido ruido blanco gaussiano, obteniéndose la imagen
presentada en la Fig. 1(a), que se ha regularizado utilizando



el método propuesto, con || wo ||= 7/8 y B = 2 en (8)
para estimar el tensor de estructura. La Fig. 1(b) muestra el
resultado obtenido utilizando un valor de A\ = 1.
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Fig. 1. (@) Imagen sintética con ruido. (b) Imagen £ltradacon A = 1

En otro de los experimentos realizados, partimos de un
campo de datos DT-MRI 3D, correspondiente al cuerpo
calloso. La Fig. 2(a) muestra la proyeccion en 2D del campo
superpuesta a la imagen MRI T2. Los resultados obtenidos
tras £ltrar con el modelo propuesto se pueden ver en la Fig.
2(b).

Fig. 2.

(8 Imagen real con ruido. (b) Imagen £ltradacon A = 1

Para medir la calidad de los resultados obtenidos, utilizamos
la siguiente medida de error cuadratico medio:

DD (i)~ fi(x))?

i=1 j=1

Error(x) = (17)

mediante un método de Monte Carlo con 100 iteraciones, se
ha obteniendo un error de 0, 129.

Un requisito natural que hay que satisfacer al regularizar
campos tensoriales es la preservacion de la condici6n
de tensores semide£nidos positivos. Se puede comprobar
experimentalmente que en las pruebas realizadas esta
condici6n se mantiene. Sin embargo, existen determinados
casos donde ni los propios datos de entrada son tensores
semide£nidos positivos, debido a la contribucion del ruido
introducido en el proceso de medida, que la rompe. En
estos casos, como no se puede asegurar que el resultado
sea semide£nido positivo, la solucidn pasa por proyectar el

resultado sobre dicho subespacio, igualando los autovalores
negativos a cero [6].

V1. CONCLUSIONES

En este trabajo se propone la utilizacién de una formulacién
variacional anisGtropa para regularizar datos tensoriales de
cualquier orden (escalares, vectoriales o tensoriales de mayor
orden), con especial interés en campos de DT-MRI, usando
del inverso del tensor de estructura local para controlar el
comportamiento anisétropo en el modelo, conservandose asi’
los bordes y regiones de alta estructura.

Nuestro esquema se ha aplicado tanto a datos tensoriales
sintéticos como reales observandose un buen comportamiento
en lo que se refere a la conservacion de bordes y alineamiento
de los tensores. Una posible aplicacién de nuestro esquema es
la mejora en la £abilidad de los algoritmos de reconstruccidon
de las £bras nerviosas en la materia blanca del cerebro.
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